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CONTROL II (versién B)

Problema 1. (20 pts.) El piso horizontal de un puente colgante estd soportado por barras
verticales unidas a un cable que tiene la forma de la gréafica de la funcién f(x) = az? + bx + c.
Los extremos del cable estan ligados a las partes superiores de dos torres, las cuales tienen sus
bases by y b al nivel del piso del puente. Las alturas de ambas torres son de 15 [m] y ellas estan
separadas a 120 [m] una de la otra. Si el punto mds bajo del cable esta a 3 [m] sobre el piso del
puente, determinar la longitud de una barra de soporte situada a 20 [m] de una de las torres
(considerar la figura siguiente).
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Problema 2. (20 pts.) Considere la funcién f(x) = ZLH Encuentre:
22— |z

(a) Domf y Recf (dominio y recorrido de f, respectivamente).

(b) f7([0,00[) = {2 € Domf : f(x) > O}.

Problema 3. (20 pts.)

(a) La sucesién de ntimeros reales (an; n > 0) estd definida recursivamente por la relacién
1+a2_
nt+1 = Gn (2nl> , n > 2. Asumiendo que para todo n > 0, a,, € |0, 1], demuestre

que la sucesion (an; n > 0) es decreciente. Ademas calcule L = lim a,.
n—oo

an-i—l + bn-‘rl

(b) Sia>b> 0, ambos no nulos, calcule lim —————
n—oo ™+ "



PAUTA CONTROL II (version B)

Problema 1. (20 pts.) El piso horizontal de un puente colgante estd soportado por barras
verticales unidas a un cable que tiene la forma de la gréfica de la funcién f(x) = az? + bx + c.
Los extremos del cable estan ligados a las partes superiores de dos torres, las cuales tienen sus
bases by y b2 al nivel del piso del puente. Las alturas de ambas torres son de 15 [m] y ellas estdn
separadas a 120 [m] una de la otra. Si el punto mas bajo del cable esta a 3 [m] sobre el piso del
puente, determinar la longitud de una barra de soporte situada a 20 [m] de una de las torres.

Consideremos el sistema de coordenadas cartesiano XY (como se muestra en la figura).

xX=-60 x=0 xX=60

La funcién f(z) que describe el cable debe satisfacer las condiciones siguientes
» f0)=a-02+b-0+c=3 = c=3.

= f(60)=a-602+b-60+3=15 = 3600a+ 60b+ 3 = 15.

= f(—60)=a-(—60)2+b-(—60)+c=15 = 3600a — 60b+ 3 = 15.

Combinando las ultimas dos expresiones se tiene que 7200a =24 <& a= ﬁ y luego
b= 0. Por lo tanto )
2
=— 3
Finalmente la longitud de una barra de soporte situada a 10 [m] de una de las torres, corresponde
a una posicion axial x =40 o z = —40. Asi

f(40) = f(—40) = ﬁ (£40)? +3 = 2—35

Problema 2. (20 pts.) Considere la funcién f(x) = QLH Encuentre:
z? — |z

(a) Domf y Recf (dominio y recorrido de f, respectivamente).

2 —|z| siz <0

(o) = x {zf_x six>0

La funcién define un nimero real si y solosi 2> —2#0 A 22+ # 0, es decir

x#1 AN x#0 AN x#-1



Por lo tanto
Domf =R —{-1,0,1}

El anélisis del recorrido lo haremos por intervalos como sigue | —oo, —1[ , , y ]1,+00[
x
Sizxe]—o0,—1{U]—-1,0[¢ = ———, ent :
e Size]—o0,—1[U] [ tenemos que f(x) 72 g Chtonces
1
Y= 2$ & (@PHa)y=2 & = ==Y Como en el intervalo considerado
¢+ Y

x < 0, entonces.
I—y
— <0 ® (y=0)(y—1)>0 ; y#0

& y€e]—o00,00 U]l +o0f

x
e Siz€]0,1[ U]1, 400 tenemos que f(z) = PR entonces:
1
Y= ZL & (PP-a)y=2 x = ﬂ Como en el intervalo considerado
x?—x y

x > 0, entonces.
1+y

T>O & Y-CF))(y—-0>0 ;y#0

< Y& ] —OO,—l[U]O,—i—OO[
En conclusién se tiene que
Recf =R — {0}
(b) f71([0,00[) = {2 € Domf : f(z) > 0}.

Debemos determinar el conjunto {x € Domf : f(x) > 0}, en otras palabras debemos

resolver la inecuacién f(x) > 0. De lo anterior tenemos dos casos por estudiar:

e Casox <0
z
24+

>0 & z(@*+2)>0 ;#-1
s 22z4+1)>0 ;z#-1
& ze]—1,400]
Entonces
x€]—00,0[N]—1,400] & x €]-1,0]
S1 = ]-1,0]

e Casox >0

a: >0 & x(wQ—x)ZO s #£1

2

r“ —x

& 2(z-1)>0 ;z#1
& ze|l,4o0f
Entonces
x €]0,400[ N1, 4o0[ & x € ]1,+o0]

52 = ]1,—|—OO[



Finalmente la solucién de la inecuacién es dada por Sgp = S U Sy, asi

F7H[0,00[) = ]-1,0[ U 1, +o0].

Problema 3. (20 pts.)

(a) La sucesién de ntimeros reales (an; n > 0) estd definida recursivamente por la relacién
1+a2_ .
nt+l = Gn (2nl , n > 2. Asumiendo que para todo n > 0, a,, € |0, 1], demuestre
que la sucesion (an; n > 0) es decreciente. Ademas calcule L = lim a,.

n—oo

Probemos que la sucesién (an; n > 0) es decreciente. Para esto notemos que

Ant1 _ <1 +ap_y

an 2
2

a;_; €1]0,1[ entonces se tiene la siguiente desigualdad

) ,m>2. ycomo a, € |0,1] tenemos que a2 € ]0, 1], en consecuencia

Uyl _ (1 +a_,

<1l,n>2.
an, 2 > "=

Que demuestra que (an; n > 0) es decreciente.

Calculo del limite: Supongamos que el limite de la sucesién es L, entonces tenemos

1+ L2 3 5
L=L 5 & 2L=L+L1° < L(L*-1)=0 <« Le{-1,0,1}

Como a,, € ]0,1[ y ademés es decreciente el limite es L = 0.

an-i-l + bn-‘rl

(b) Sia>b> 0, ambos no nulos, calcule lim ———.
n—00 a™ + bn

TN TR an(1+()”) n—oo 14 ()"

I a-a”+b-b" an(a+b'(%)n)
b



